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Teorema 0.1. Para um RW (passeio aleatorio) em R, hd apenas 4 possibilidades, uma das

quais tem probabilidade 1.
1. S, =0, para todo n € N;
2. S, — +o00;
3. S, — —o0o;
4. —oo = liminf S,, < limsup S,, = 4o0.

QUESTAO 1.1: Sejam X, Xs,... independentes e identicamente distribuidas, X; € R
com distribuigao simétrica em torno de zero e nao degenerada (P(X; = 0) < 1). Mostre que

estamos na condicgao (iv) do Teorema [0.11

Resolugao: Note que (1) nao pode acontecer, pois a distribui¢ao é nao degenerada. Suponha
entdo que acontega a condigao (2), ou seja, S, — 400 ¢g.c.. Como X; é simétrica entao
X; ~ —X;, usando independéncia concluimos que (X, Xs,...) tem a mesma distribui¢ao que
(—=X1,—Xs,...). Logo =S,, — 400 g.c., mas isso gera uma contradi¢ao, pois P(—S,, —
+o00) = P(S,, — +00) = 1. Portanto (2) nao pode ocorrer.

De modo andlogo argumentamos para o caso (3). Suponha que ocorra (3), ou seja,
S, — —o0 q.c.. Como X; é simétrica entao X; ~ —Xj, usando independéncia concluimos
que (X7, Xo,...) tem a mesma distribuicao que (—X;, —Xs,...). Logo —S, — —o0 q.c.,
mas isso implica que P(—S5,, — —o0) = P(S,, — —o0) = 1. Portanto (3) nao ocorre.

Assim, estamos na condicao (4) do Teorema [0



QUESTAO 1.2: Sejam X1, Xo, . .. independentes e identicamente distribuidas com E(X;) =
0 e E(X?) = 0% € (0,1). Use o Teorema Central do Limite para concluir que estamos no

caso (4) do Teorema [0.1]

Resolugao: Supondo que (1) acontega, temos que S,, = 0 para todo n, isto implica em
particular que S; = X; = 0, logo S; = X7 + X5 = X5 = 0 e procedendo desta forma temos
que X1, X,... = 0, mas por hipétese E(X?) = 02 > 0. Desta contradicao concluimos que
(1) ndo pode acontecer.

Observe agora que como os X/s sao independentes Var(S,) = zn: Var(X;) e como E(X;) =
0 para todo i (Var(X;) = E(X; — E(X;))? = E(X;)? = ¢?) chelg:almos que Var(S,) = no?.

Pelo Teorema Central do Limite

Sn 2y ~ N(0,1).
o\/n
Como Y ~ N(0,1) entdo Fy(a) =P(Y <a)= [ 67;2dx. Mas pelo T.C.L.
F 1 F P(Y < <
@ =P (2 <a) =A@ =ry <0 = [

—0o0

para todo a ponto de continuidade de Fy-.

Assim, caso P(S, — +o00) = 1 temos que P(S,, < ao+y/n) \, 0 para a < 0 ponto de

a o B
continuidade de Fy. Mas [ e\/z—f dx > 0 para todo a € R. Absurdo, logo (2) nao vale.
Caso P(S,, — —o0) = 1 temos para a > 0 ponto de continuidade de Fy que P(S, >

aocy/n) \, 0. Mas

—+00

S 6—m2/2
P = P(Y = d
0,/ <a\/ﬁ>a>—> (Y > a) / Nors x>0

«

e deste absurdo concluimos que (3) nao vale. Pelo Teorema [0.1] chegamos que estamos no

caso (4).

QUESTAO 1.3: Se S e T sao tempos de parada. Entao S AT e SV T sao tempos de

parada. Como os tempos constantes sao tempos de parada, segue que S An e SV n sao



tempos de parada.

Resolugao: Observe que {SAT =n} ={S =n, T >n}U{T =n, S > n} e como
{S=n,T>nt={S=n}n{T >n}e{lT =n, S>n} ={T =n}N{S > n} entdo
podemos escrever {SAT =n} = ({S=n}N{T >n})U({T =n}Nn{S >n}).

Sabendo que S e T sdo tempos de parada temos que {T" = n},{S = n} € §,. Ademais
{Tzn}:{TSn—l}cecomo{Tﬁn—l}:nL_Jl{T:m}ESnlogo{Tzn}ESneo
mesmo vale para {S > n}. Portanto {S AT = n}mez%n

De maneira andloga podemos escrever {SVT =n} ={S=n, T <n}U{T =n, S <
nt={S=n}n{T <n}H)U{T =n}Nn{S <n}). Como {S =n},{T <n},{T=n},{S<
n} € §, chegamos que {SV T =n} € §,.

Por fim, note que as constantes sao tempos de parada, pois para n € NU {+oo} fixo, a

varidvel aleatéria N,, : Q@ — N U {400} definida por N, (w) = n nos fornece que

Q se k=n
g se k#n.

{Nn =k} =

mas (2, J € §; para qualquer k. Dai conclui que N,, é tempo de parada e pelo que fizemos

acima S An e SV n sao tempos de parada.

QUESTAO 1.4: Suponha S e T tempos de parada. T+ S é tempo de parada? Prove ou
dé contra-exemplo.
n—1
Resolugao: Note que {S+T7 =n} = |J({S=n—k}n{T =k}) e com S e T sdo tempos de
k=1

parada temos que {S =n —k} € %n_k_c Sne{l =k} €3 CFn Logo {S+T =n}eF,
e portanto T'+ S é tempo de parada.

QUESTAO 1.5: Mostre que se Y,, € §, e N é tempo de parada, Yy € §y. Como corolério
deste resultado temos que se f : S — R é mensuravel, T,, = > f(X,,) e M,, = mgXTm

m<n
entdo Ty e My € §n. Um caso especialmente importante é S =R, f(z) = x.

Resolugao: Sabendo que Y, € §,, ou seja, {Y,, € B} € §, para B boreliano de () e



todo n € NU {400} e usando que N é tempo de parada (N(w) € N U {+oc}), temos
{YNw) € B} € nw) CF. Além disso {Yy() € B}N{N =n} ={Y, € B}n{N =n} € 3.,
portanto Yn ) € §n.

Como X, : 2 — S e f: S — R sao fungoes mensuraveis, temos que {f(X,,) €
B} = X '({f~YB)}) é mensurdvel, pois sendo f mensuravel entdao {f~*(B)} € o(S) é
um conjunto mensurdvel e portanto X '({f~*(B)}) € o(X,,). Como soma de fungoes
mensuraveis é mensurdvel temos que Y. f(X,,) é mensuravel e portanto {T,, € B} € F,.
Pelo que ja foi feito acima, Concluimosm(ille Ty € SN

Pelo que vimos T,, € §, entao M,, = max T,, € §, donde concluimos que My € §n.
Além disso, no caso de S =R e f(z) = x, temos T, = >, X,, = 5, e estamos na situagao

do Teorema [0.1]

m<n

QUESTAO 1.6: Mostre que se M < N sdo tempos de parada entdo Fy C Fn-

Resolucgao: Seja A € §jy, entao A € § e como M < N temos para qualquer n € N,

AN{N =n} = An{M <n}n{N =n}

= OAH{M:m}ﬂ{N:n}.

m=1

Sendo N tempo de parada temos que {N = n} € §,, além disso como A € F); temos
que AN{M = m} € §,, C §, para todo m < n. Logo AN{N =n} = U AN{M =
m=1
m} N{N =n} € §,, donde conclui-se que A € Fy e portanto Fy C Sn-

QUESTAO 1.7: Mostre que se L < M e A € . entao

L em A
N = é um tempo de parada.

M em A°

Resolucao: Dividindo o espaco em A e A° e observando que L < M, podemos escrever



para qualquer n € N,

(N=n} = (An{L=n})U({L<n}NA°N{M =n})

= (Aﬁ{L:n})U<O{L:m}ﬁACﬂ{M:n}).

m=1

Como A € §p entao (AN{L = n}) € F,. Além disso, temos pela questdo 1.6 que,
Sr C Sum, entao A € §yy logo AC € Foy (§u € o-dlgebra). Dai temos que {M =n}NA® € §,,
como |J {L =m} € §, concluimos que (AN{L =n})U(J {L =m}nAN{M =n}) € §n.

m=1

m=1

Logo N é tempo de parada.

QUESTAO 1.8:
(1) Se P(a < +00) < 1 entao P(sup S, < +o0) = 1.
(7i) Se P(a < 400) = 1 entao P(sup S,, = +o0) = 1.

Resolucgao:
+o0o

(caso (i)): Note que [sup S, = +00] C () [ < +00] entdo em particular [sup S,, = +o00] C
k=1

[ag < 400] para todo k € N. Assim,
P([sup S,, = 4+00]) < P([oy < +00]) = P([a < +00])* — 0,

portanto P(sup S,, < +o0) = 1.

(caso (i7)): Sabemos por hipdtese que P(a < +00) = 1, dai temos juntamente com a defini¢ao
de a,, que S,, — Sa,_, > 0 quase certamente, assim existe ¢ > 0 tal que S,, — Sa,_, > ¢,
para todo n € N quase certamente, ou seja, P(S,, — Sa, , >¢) = 1.

Seja Ay, = {Sa, — Sa, , > €} para todo n € N, onde S,, = 0. Como P(av < +00) =1
temos pelo coroldrio visto em sala (aula do dia 28/03/14) que X, ,+1, Xa, 142, - - Xa, SA0
variaveis aleatérias (v.a’s) independentes e identicamente distribuidas, donde concluimos que
as A, sao v.a’s independentes.

Além disso, temos que P(A,) = 1 para todo n € N, logo i (A,) = 400 e pelo Lema
de Borel-Cantelli item (b) chegamos que P(A,, infinitas vezesTSZIZ 1, ou seja, sup S, = +00

com probabilidade 1.



(Outro modo de resolugao de (ii) ): Seja Y,, := S,, — Sa,_, para todo n € N, onde S,, =
0. Como Pl < +00) = 1 temos pelo corolario visto em sala (aula do dia 28/03/14)
que X, 41, Xa, 1425 - - -5 Xa, sa0 v.a’s independentes e identicamente distribuidas, donde
concluimos que os Y, também sdo v.a’s i.i.d.. Aqui temos dois casos a considerar E(Y}) <
+o0 ou E(Y}) = +o0.

Caso E(Y;) < 400: Note que 0 < S, = Y] < +00, pois caso Y] = S, = 400 néo teriamos
novos recordes mas P(av < +00) = 1 0 que garante a existéncia de novos recordes. Dai temos

que 0 < E(Y]) < 40 e pela Lei Fraca para v.a’s i.i.d. com 1° momento finito temos que

Yi+...+Y
Po Nt ot Wn P gy,

n n

Caso P(sup S,, < +00) =1 terfamos S“T" L, 0 mas vimos que E(Y1) > 0. Assim, concluimos
que P(sup S, = +o0) = 1.

Caso E(Y]) = +o0 temos pela reciproca para a Lei Forte de Kolmogorov que

Se,, Y1+...4+Y,
= — +00 q.C.

Logo sup S,, = +00 com probabilidade 1.

Lista II
Capitulo 4 - (Data 07/04/14)

QUESTAO 1.12: Sejam X, Xs, ... variaveis aleatérias 7.i.d com distribuicao uniforme em
(0,1), seja S, = X1 + ...+ X,,, eseja T = inf{n : S, > 1}. Mostre que P(T" > n) = &,
E(T) =eeE(Sr) = 5.

Resolugao: Sabendo que as Xj sdo i.i.d com distribuigdo uniforme em (0, 1), temos que

cada X; possue densidade

Fa) = 1 se x€(0,1)

0 caso contrario



Assim,

1 se (x1,29,...,2,) € (0,1)"
flzy, 2o, ... ) = )
0 caso contrario

Usando que, P(T' > n) =P(S, <1, k=1,....n) = [-- [ f(x1, 22, ..., 2,)dx1dxs - - - dp,

temos que P(T' > n) = [--- [, dxidzy - - - dxy,.
1 1—x
Observe que para k = 2 (é fdcil ver via a figura@) que P(S2 < 1) = [ [ dxadas.
0 0

Figura 1: P(X; + Xy < 1)

l—z3 1—xz1—x9

1
No caso k=3 temos P(S3<1)= [ [ [ dxsdredzy. Veja figura
00 0

Figura 2: ]P)(Xl + X2 + X3 S 1)

Ou seja, estamos interessados em calcular o volume do sélido limitado pelos hiperplanos

X1=0,X=0,...,X,=0e X; +...+ X,, = 1. Desta forma para k = n temos

1 1—x1 1—x1—x2 l—z9—...—xp

P(S, <1)= / / / / dr,dr, 1 ...dr,. (1)

0 0 0 0
Fazendo agora uma mudanga de varidveis, tomando y; = 1 — x1, yo = 1 — (x1 +
Zo)y. oy Yp = 1 — (21 + ...+ x,). Temos que % = % =...= % = —1 e mais, para
n > 1, quando z,, = 0 temos y, = 1 — (z1+...+Tp_1) = Yn_1€CA80 Tp = 1l — X0 — ... — Ty _1,

(X1 = 0) temos y, = 0. Deste modo podemos escrever



0 Yn Yn—1 Y2

[J ] [feramn = [ ][ Jira. .

1 yn yn—1

Y Ty Tn—1 o n
Afirmacao: [ [ [ ... [dzidey.. . dx, = 4.
00 O 0
De fato, note que para n = 2 temos

Yy xz2 Y ) )
/ / dayday = / mdry = (23/2)f} = 5 = 2.
0 0 0 :

Supondo o resultado vélido para n, verifiquemos que vale para n + 1. Como,

Y Tp+1 T Yy

Tt y"t
/ / / /dl’ldl'g c. dl’n_H = / den+l = (n T 1)' .

0

Portanto, P(T > n) = L.

Vamos agora calcular a E(7'), sabemos que

E(T) = ZZIP’ ZZIP’ T>i—1]—[T>i])
= Y i(P([T >i— 1)) = P([T > 1)), (pois [T >i] C [T >i— 1))
. 1 g |
- §Z<(i—1)!_ﬂ):;(z’—1)!

= i-1 X1

BRI R Pl i

Usando agora que as X, ~ U(0,1) concluimos que E(|X;|) = E(X;) = E(X;) = [ adx =
1/2. Assim pela equagao de Wald temos que E(Sr) = E(X;)-E(T) =

[l

QUESTAO 1.13: Sejam X, Xy, ... independentes e identicamente distribuidas com P(X; =
)=p>1/2eP(X;=—-1)=1—-p,sejam S, = X;+...+ X,,, a =inf{m: S,, >0} e
=inf{n: S, < 0}.

(i) Use o exercicio 4.1.9 para concluir que P(a < o0) =1 e P(8 < 00) < 1.



(ii) Se Y =inf S, entdo P(Y < —k) = P(§ < oo)*.
(iii) Aplique a Equacao de Wald em a An e faga n — oo para concluir que E(a)) = B =
1

T Compare com o exercicio 4.1.10 mostrando que P(3 = oo) = 2p — 1.

Resolucgao:

(i) Como E(X;) = E(X;) paratodoi=2,3..., ¢
E(X)) = 1-P(X, = 1)+ (~1) - B(X, = —1) = p— (1 - p) = 2p— 1,

temos pela Lei Forte de kolmogorov que % 2% 9p — 1.
Assim se lim S,, < +00 temos que % — 0, mas (2p-1)>0 pois p > 1/2. Logo S,, — +0o0
e portanto P(a < oo) = 1 e pelo Teorema 1 (lista I) se S, — 400 com probabilidade 1

entao liminf S, > —oco com probabilidade menor que 1, logo P(5 < o0) < 1.

(ii) Note que P(Y < —k) =P(inf S, < —k) =P(X; = -1, Xy = —1,..., X = —1) como os

Xy sao independentes
PXi=-1,Xo=—1,.... X3 =—-1)=P(X; =-1)-P(Xo==1)- ... - P(X}) =—-1)
sendo os X,/ identicamente distribuidos chegamos que
P(X;=—1)P(Xy=—1)-... . P(Xp=—1) =P(X; = —1)" =P(8 < o0)*.

Portanto, P(Y < —k) = P(3 < oo)*.

(iii) Como vimos no exercicio 3 da lista I, se a é tempo de parada entdo o A n também
é tempo de parada. Usando que a A n < « concluimos que E(a A n) < E(a) < oo, pois
Pla < o0) = 1.

Também vimos no item (i) que E(X;) < oo. Pela equacdo de Wald chegamos que
E(Sann) = E(X1) -E(a An).

Como 0 < (e An) < (aAn)e(aAn) /" aquando n — +o0, temos pelo Teorema da

Convergéncia Mondtona que hIE E(a An) =E(a).



Por (i), P(av < 00) = 1, logo Saan — Sy. Como por definicao, S, > 0 concluimos
que S, =1 (X =1ou X = —1).
Como Syp, também é mondtona crescente e Syp, < S, = 1 para todo n € N temos pelo

Teorema da Convergéncia Dominada que,

lim E(Sar) = E(S,) = E(1) = 1.

n—-s--+oo

Assim, liIE E(Sarn) = limJr (E(X;)-E(aAn)) = E(X;) - E(a). Portanto, 1 = lini E(Sann) =
E(X;)-E(«), ou seja, E(a) = ﬁ = Tl—l'

Pelo exercicio 4.1.10 item (ii) temos que E(a) = assim pelo que acabamos de ver

P(B=00)’

P(Elzoo) = 1E()1(1) = 2p1_1, ou seja, P(f = c0) = 2p — 1.

QUESTAO 1.14: Um problema de parada étima: Sejam X,,, n > 1 i.i.d com E(X]) < >
e sejam

Y, = max X,, — cn.
T m<n ™

Isto é, estamos olhando para um grande valor de X, mas nds temos que pagar ¢> 0 para
cada observacao.
(i) Seja T'=inf{n : X, > a}, p =P(X, > a) e calcule E(Y7).
(il) Seja « (possivelmente <0) a unica solugao para E(X; —a)™ = ¢. Mostre que E(Yr) = a,

neste caso, utilizar a desigualdade
Y, <a+ Z((Xm —a)t —¢)
m=1

para n > 1 e conclua que se 7 > 1 é um tempo de parada com E(7) < oo, entao E(Y;) < a.
A andlise acima assume que vocé tem que jogar pelo menos uma vez. Se o ideal o < 0,

entao vocé nao deve jogar em tudo.

Resolucgao:

(i) Como Yr = max Xy — ' = Xr — T temos que E(Yr) = E(Xr) — cE(T).

10



Observe que T tem distribuicao geométrica, ja que as X;, sao independentes e para:

= 1 temos que P(T=1)=P(X; >a)=0p
= 2 temos que P(T'=2)=P(X;<a,Xo>a)=P(X; <a) P(Xy>a)=(1-p) p;

= 3 temos que P(T=3)=P(X; <a) P(Xy<a) P(Xy>a)=(1-p)?* p;

T = k temos que P(T=Fk)=(1—-p)* ' p

Assim, E(T) = ]lj. Portanto E(Yr) = E(X7) — £. Precisamos agora calcular E(X7).

Sejam Z; = Xil[x,5q],Z2 = Xol[x,5q], - - - @ssim temos que 7y, Zy, . . . sao varidveis aleatorias
i.id. (pois as Xy 0 sao). Note que definindo S, = Z; + ...+ Z,, temos que S = X7. Como
E(|Z1]) = E(| X1 Iix,5q]) = E(|X3] - Iix,5q) < E(X]) < oo concluimos pela equacio de
Wald que

B(Xr) = E(S) = B(%) B(T) = 0w, 2)

mas podemos ainda escrever

E(Xy-Ixi>a) E(XG - Ixisaq) 0ta— E(Xi - Ixi>q) CLE(H[X1>¢1}) ta
p p p p
_ E(X1 —a) - Iix,>q) fa—as E(X; —a)+.
p p

Deste modo podemos reescrever

E(X;-I al) — E(X, —a)t —
E(Yr) = E(X7) - & = (X, ?>w ¢ B 1;> ¢

E(X;—a)t —c

(ii) Usando (i) temos que E(Yr) = a + . Seja av (possivelmente <0) a unica

solugdo para E(X; —a)* = ¢. Se a = a podemos escrever

Além disso, definindo Wy = (X7 — )", Wy = (X, — )™, ... temos que as v.a’s Wy, sdo

1.0.d., ja que as Xy, 0 sao.

11



Temos por hipétese que E|W;| = E(X; — a)t < +00. Se 7 > 1 é tempo de parada com

E(7) < oo concluimos pela equagao de Wald que
E (Z Wm> = E(Wy)-E(1) = cE(7).
m=1

Utilizando o fato de V,, < o+ > ((X;, — @)™ — ¢) para todo n > 1 concluimos que
m=1

E(Y;) <E(a) +E (Z Wm> — cE(1) = E(a) + cE(1) — cE(7) = a.

QUESTAO 1.15: (Segunda Equacao de Wald) Sejam X, X5, ... v.a’s i.i.d. com E(X,) =0
e E(X?) = 0% < 00. Se T é tempo de parada com E(T') < oo entao E(S2) = o?E(T).

Resolucao: Como,

512“/\” = (ST/\n—l + AXVT/\n)2 = 512“/\”_1 + 2AXVT/\nST/\n—l + X12“/\n

= Shpnor + 2XnSnot 4+ XD iron

temos que E(S7,.,) = E(SF,,_1) + E(2X,,Sn-1lir5n)) + E(Xirsn)).
Como as Xs sao independentes temos que S,,_; e X,, sao independentes, logo E(2X,,S,—1Ir>n)) =

2E(X,,) - E(S,—1)P(T" > n) =0, pois E(X,,) = 0. Desta forma temos que

E(STan) = E(Stan-1) + E(QC)P(T > n) = E(S7p, 1) + 0*P(T > n).

De modo andlogo, s6 que agora considerando S%An_l = (Stan—o+ XTAn_l)Q, chegaremos

que

E(Sﬂg‘/\n) = E(Sﬂz‘/\n—2) + 0-2]P)(T Z n— 1) + 0-2]P)(T Z n)

Procedendo desta forma concluimos que

E(S7r,) = 0> P(T > k).

12



Dai temos para quaisquer n > m

IE(S%/\n - S%/\m) = IE‘(*X*T/\m+1 + ...+ XT/\n)2 = 0'2 Z ]P)(T Z k)

k=m+1

Como > P(T>k)<E(T)=> P(T >k) < oo concluimos que St,, ¢ uma sequéncia de
k=m+1 k=1
Cauchy em L2, logo converge. Por um lado, usando o Teorema da Convergéncia Mondétona

temos, E(S%,,.) — E(S%).

Por outro lado, lim E(S%,,)= lim o*Y P(T > k) =0%> P(T > k) = o°E(T).

n—:+00 n—too k=1

Portanto E(S%) = o?E(T).

Capitulo 5
Lista IIT - (Data 14/04/14)

QUESTAO 1.1: Generalize o argumento anterior para mostrar que se X; = Xy em B € §,
entdo E(X|§) = E(X5|§) quase certamente em B.
Resolugao: Sejam Y] = E(X;|F) e Y2 = E(X5|§), usando a defini¢cao de esperanga condi-

cional e a hipétese de X7 = X5 em B € § temos,

/YidIP:/delP):/XﬂIP’:/YQdP.
B B B B

Seja e > 0 e considere A = ([Y1 — Yy > e > 0] N B) € §, assim
0= /(X1  X,)dP = /(Y1 _Yy)dP > £P(A).
A A

Entao P(A) = 0 para todo € > 0, logo P([Y; — Y2 > 0] N B) = 0 entao Y; > Y, em B quase
certamente.
Por simétria (A = ([Y2 — Y1 > € > 0] N B)) chegaremos que Y; > Y] em B quase certa-

mente. Logo Y; = Y5 em B € § quase certamente.

dP

QUESTAO 1.2:( Formula de Bayes) Se G € g mostre que P(G|A) = %, quando g
JQ
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é a o-algebra gerada por uma partigao, isto se reduz a formiila de Bayes usual

P(A|G;) - P(G)
ZP(A\G) P(G;)

P(Gi|A) =

Resolugao: Como P(Alg) = E(I4]g) temos que [, P(Alg)dP = [,E(I4|g)dP = [, I4dP =
P(ANG) e [ P(Alg)dP = [,E(Lalg)dP = [, T4dP =P(A).

P(GNA) _ JgP(Alg)dP
Sabendo que P(G|A) = B(a) - temos que P(G|A) = W.
Note que quando g ¢é a o-dlgebra gerada por uma partigao, temos pelo que acabamos de
Jc, P(Alg)dP
ver P(G;|A) = 7fc (Al dP -

Como [, P(Alg)dP = P(AN G;) = P(A|G))-P(G;) e usando que Q = G, é uma

parti¢ao temos [,_ 6 P(Alg)dP = IP’((ZG JNA) = (P(%:(Gj NA) = %:IP’](G]- NA) =
> P(A|G)) -P(G)). Portanto

P(A|Gy) - P(Gi)

Gl = S PAIG) FIG;)

QUESTAO 1.3: Prove a desigualdade de Chebyshev: Se a > 0 entdo
P(1X| > alF) < a *E(X°[3).

Resolucgao: Se a > 0 temos para qualquer B € §,

/ E(X%F)dP = / X2dP = / X2dP + / X2dP
B B BN[|X|>a] BN[|X|<a]

> / X2dP:/X2'I[[|X>a}dPZa2/H[X|>a]dP
B[ X|>a] B - B

— @ [ Blljxsal$)? = [ (1Y) 2 all5)aP.

Como o B € § ¢ qualquer temos que a’P(|X]| > a|F) < E(X?|F).

QUESTAO 1.4: Suponha X > 0 e E(X) = oo (ndo hi nada para provar quando E(X) <

00). Mostre que existe unico Y §-mensurdvel com 0 <Y < oo, entao

/XdIP’:/YdIP’, VAES.
A A

14



Dica: Seja Xy = X A M, Yy = E(Xy|§) e tome M — +00.

Resolugao: Denote Xy, = X A M e Yy = E(Xy|F). Note que para todo M < N temos
0 < (XAM)<(XAN), ou seja, a varidvel aleatéria X, é monotona crescente. Como a
esperanca condicional é monotona concluimos que Y, também é monotona crescente. Além
disso, temos que X,; /" X quando M — —+o00 quase certamente. Seja Y := Mlim Y, assim

——+00

pelo Teorema da Convergencia Mondtona temos para todo A € §

/ XdP = lim / XydP = lim [ E(Xy|§)dP
A A M

M—+o0 —+o0 [ 4

= / lim YMdIP’:/YdIP’.

Para mostrar a unicidade vamos separa em dois casos, quando 0 < Y < 400 e quando
Y = +o0.

Suponha que exista 0 <Y’ < 400 F-mensuravel com

/XdIP’:/Y’dIP’, VAES.
A A

Considere inicialmente o caso 0 <Y < +o00. Sendo assim, seja A =[Y' —Y >¢e > 0] e

deste modo temos
0= /(X _ X)dP = /(Y’ _Y)dP > eP(A),
A A

isto implica que P(A) = 0. Logo P(Y’' —Y > 0) = 0 e portanto Y’ <Y quase certamente,
isso também assegura que Y’ < 0o quase certamente e podemos usar simétria (A = [Y —-Y’ >
e > 0]) para garantir que Y’ =Y quase certamente.

Caso Y = +o0, considere K € N qualquer e B = [Y' < K] por hipdtese temos que
J,YdP = [, XdP = [,Y'dP, ¥V A € §. Desta forma se P(B) # 0 temos +oo = [, YdP =
JpY'dP < KP(B) < +oo, absurdo. Logo P(B) = 0 para qualquer K € N, ou seja,

Y’ = 400 = Y quase certamente.

QUESTAO 1.5: Prove a Desigualdade de Cauchy-Schwarz

E(XY[)* < E(X?[3) - E(Y?[5).

15



Resolugao: Seja o € R entao

0<E(X+aY)?F) = E((X?+2aXY +a?Y?)|F) = (por linearidade)

= E(X?[F) + 2aE(XY[F) + ’E(Y?|F).

Assim temos uma inequacao do segundo grau em funcao de a. Denotando por simplici-
dade A = E(X?|F), B = E(XYF) e C = E(Y?*F) ficamos com A + 2Ba + Ca? > 0. Daf
temos que A < 0, portanto (2B)? —4AC < 0, ou seja, B> < AC. O que mostra que

E(XY|§)? < E(X?3)-E(Y?[3).

16



Capitulo 5
Lista IIT - (Data 22/04/14)

QUESTAO 1.6: Dar um exemplo em Q = {a, b, ¢} em que E(E(X|F1)|F2) # E(E(X|F2)|F1)-

Resolugao: Considere §; = o({a}) = {2,9Q,{a},{b,c}} eF2=c({c}) = {2,Q,{c}, {a,b}}
e defina X (a) =1, X(b) =2 e X(c¢) =3 com P({a}) = P({b}) = P({c}) = 1/3.

Assim, podemos calcular E(X|F;) e E(X|§2). Vamos fazer os calculos para E(X|§;)
e E(X|F2) é andlogo. Sabemos {a} é mensurdvel a o—algebra §; entao E(X|F1)(a) =
X(a) =1, além disso temos que {b} e {c} nado sdo mensurdveis em §Fy, e como a o—algebra
$1 = {9,0 {a},{b,c}} entdao E(X|F1)(b) = E(X|F1)(c) = K, K uma constante. Para

encontrar a constante K usamos a defini¢cao de esperanca condicional, pois

5/3=2-1/3+3-1/3= | XdP= / E(X|§)dP = K (P({b}) + P({c})) = 2K /3
{b,c} {b,c}

entdo K = 5/2.
XJI
R —
o Yt E(X|31)
e
a b c "

Figura 3: Gréfico da E(X|F1).

De modo similar obtemos E(X|F2)(a) = E(X|§2)(b) = 3/2 e E(X|F2)(c) = X(c) =
3. Assim repetindo novamente o processo para E(E(X|§1)|§2) e E(E(X|§2)|§1) obtemos,
E(E(X[81)[§2)(c) = E(X[F1)(c) = 5/2 (pois {c} é mensurdvel em §2) mas E(E(X[32)[81)(c) =
E(E(X|F2)|§1)(b) = K e como

/2= (3/2)-(1/3) +3-1/3) = [

B(X[52)dP = | B(B(X|S:)|5)dP = 2K/3
{b,c}

{b,c}

entdo K = 9/2 e portanto 9/4 = E(E(X|§2)|51)(c) # E(E(X|$1)[2)(c) = 5/2.
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QUESTAO 1.7: Mostre que quando E|X |, E|Y| e E|X Y| so finitos, cada afirmacdo implica
o préximo e dar exemplos com X,Y € {—1,0,1} que mostram que as implicagoes reversas

sao falsas: (i) X e Y s@o independentes, (i) e E(Y|X) = EY, (iii) e E(XY) = E(X)E(Y).

Resolucgao:
(1) = (4i) Considere §; = o(X), como X e Y sdo independentes temos que Y ¢é inde-
pendente de §;. J& vimos (exemplo feito em aula) que se Y é independente de §; entao

E(Y|81) = E(Y).

(17) # (1) Considere Q = {a,b,c} e defina X(a) = X(b) = Y(a) =1, X(¢) =Y(c) =0
e Y(b) = —1, com P({a}) = P({b}) = P({c}) = 1/3, onde e o(X) = o({c}). Note que
EY)=1-(1/3)+(-1)-(1/3)+0-(1/3) =0 e E(Y|X)(c) =Y (c) = 0 e mais E(Y|X)(a) =
E(Y|X)(b) = K e calculando temos,

o:1.(1/3)+(—1)-(1/3):/{ b}m@:/{b E(YIX)dP = 24/3,

logo K = 0 e portanto E(Y|X) = E(Y). No entanto P(X =0,Y =0) = 1/3 # P(X =
0)-P(Y =0) =1/9.

(i) = (ii7) Pela propriedade 6 (vista em sala) temos que E(XY) = E(E(XY|F1)), mas como
X € § e E|Y|, E|[XY| sao finitos temos por proposi¢ao visto em sala que, E(XY|§;) =
XE(Y[51). Assim, E(E(XY[§1)) = E(XE(Y[31)) = E(XE(Y)) = E(X)E(Y).

(7i1) # (ii) Considere 2 = {a,b,c} e defina X(a) = X(b) =Y (a) =1, X(¢) =Y (c) =0¢
Y(b) = —1, com P({a}) = P({b}) = 1/4 e P({c}) = 1/2, onde e 0(X) = o({a}). Note que
E(XY) = 1-P({a}) + (=1)-P({b}) + 0-P({c}) = 0, E(X) = 1-P({a}) + (0)-P({b}) +
0-P({c}) = 1/4 e E(Y) = 1-P({a}) + (-1)-P({b}) + 0-P({c}) = 0, logo E(XY) =
E(X)-E(Y). Mas E(Y|X)(a) =Y (a) =1 £ E(Y).

QUESTAO 1.8: Mostre que se g C § e E(X?) < co entao
E({X - E(X[)}*) + E{E(X[F) - E(X]g)}*) = E{X — E(X[g)}?).
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Resolugao: Seja Z = E(X|§) —E(X|g), como E(X|F), E(X|g) € § temos que Z € §. Além
disso, Z € L*(F), pois

E(1Z]") = E(EX[F)-EX|g)*) < E(EXS)] + [E(X|g))*)

= E(EX[F)” +2[E(X[F)] - [E(X]g)| +E(X]g)?*)

= E(E(X[F)*) + 2E([E(X[F)] - [E(X]g)]) + E(E(X]g)*)
(

IA

E(X?) + 2E(|E(X|F)E(X|g)]) + E(X?) (contracio fraca em L*(F))

2E(X?) + 2E(|E(X|F)E(X]g)|) (por Cauchy-Schwarz)

IN

2E(X?) + 2v/E(E(X[3)?) - E(E(X]g)?)

< 2E(X?) +2y/E(X2)-E(X2) < +0o0.
Assim, temos que

E(X —E(X[§)+2)* = EX -E(X[F))”+2E([X - E(X[§)]2) + E(Z)”
= E(X -EX[§)* +E(2)", (3)

pois (X —E(X|F)) L Z (j& que Z € L*(F)), logo E([X — E(X|F)]Z) = 0. Desta forma
substituindo Z em (3]) obtemos,

E({X - E(X]g)}*) = E({X - E(X[5)}?) + EHE(X[S) — E(X[g)}?).
QUESTAO 1.9: Seja Var(X|§) = E(X2|§) — E(X|F)2 Mostre que
Var(X) = E(Var(X|)) + Var(E(X|F)).
Resolugio: Usando que Var(X|§) = E(X2|F) — E(X|3)?, temos por um lado que
E(Var(X[3)) = E(E(X?[§)) — E(E(X[§)*) = (prop. 6) = E(X?) — E(E(X|F)?).
Por outro lado,

Var(E(X[F)) = E(E(X[§)*) — (E(E(X[F)))* = E(E(X[§)*) — (E(X))".
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Dai temos que
E(Var(X|§)) + Var(E(X|§)) = E(X2) — (E(X))? = Var(X).

QUESTAO 1.10: Sejam Yi,Ys, ... iid. com média p e varidncia o?, N um inteiro
positivo independente das v.a’s. com E(N?) < co e X = Y; + ... + Yy. Mostre que
Var(X) = 0?E(N) + p?Var(N).

Resolugao: Para calcular a Var(X) vamos usar a questao anterior, onde encontramos que
Var(X) = E(Var(X|§))+ Var(E(X|F)). Considere entao § = o(N) e note que E(X|§) = pulV,
jdque p- N € § e para verificarmos que VA € § temos [, E(X|F)dP = [, pn- NdP é suficiente
mostrarmos a igualdade para A = {N = n} qualquer que seja n inteiro positivo. Dai temos

que,

/E(X|S)dIP = /XdIP =R((Y1 + ...+ Y,)I,)

= EWil4) +... +E(Y,I4) (como N ¢ independente das v.a’s)

= E(W)EIy) +... +E(Y,)E(4) =n-p P(A)

I
m—

n - pdP = / N - pdP.

{N=n}
Assim, temos que Var(X) = E(Var(X|F)) + Var(N - u) = E(Var(X|§)) + p?Var(N). Agora
resta saber quem é E(Var(X|§)). Ainda pelo exercicio anterior temos que Var(X|§) =
E(X?|F) — E(X]F)?, dai precisamos saber encontrar a esperanga condicional E(X?|F). Cal-

culando (similarmente ao caso anterior)

/E(X2\$)dIP’ = /deIP =E((Y1 + ...+ Y,)%4) (como os Yy, sdo ii.d.)
A A
— RE(YZLy) +2(n — DEYVOEY2)E(WLY) + ... + 2E(V)E(Y)E(L)

= nE(Y?)P(A) +2(n — 1)p*P(A) + 2(n — 2)p*P(A) + ... + 2p*P(A),
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sabendo que 02 = Var(Y;) = E(Y?) — E(Y})? temos que E(Y{?) = 0% + p?. Deste modo

/ E(X%F)dP = nE(Y2)P(A) +2(n — 1)p*P(A) 4+ 2(n — 2)p*P(A) + ... + 2u*P(A)
A
= n(o? + B )P(A) + 21°P(A)[(n — 1)+ (n—2) + ...+ 1]
n(n —1)
2
= no’P(A) + n?i’P(A) = / (No? + N?p?)dP.

{N=n}

= no’P(A) + np*P(A) + 21°P(A)

Claramente (No? + N%u?) € §, logo E(X?|F) = No? + N%u?. Com isso, chegamos que
Var(X|§) = No? + N?u? — N?u? = No? e portanto Var(X) = E(Var(X|F)) + p*Var(N) =
o’E(N) + p*Var(N).

QUESTAO 1.11: Mostre que se X ¢ Y sdo varidveis aleatérias com X = E(Y]g) e
E(X?) =E(Y?) < oo entdo X =Y quase certamente.

Resolugao: Como X € ge X € L?(g), pois E(X?) < oo temos que X | Y. Assim, podemos
escrever pelo teorema de Pitagoras, E(Y?) = E(X?)+E((Y —E(Y|g))? como E(X?) = E(Y?)
entdao E((Y —E(Y|g))? =0, logo Y = E(Y|g) quase certamente.

QUESTAO 1.13: Suponha que X e Y tenha densidade conjunta f(x,y) > 0. Seja
o ) = [ fanids [ fais

Mostre que (Y (w), A) é probabilidade condicional regular para X dado o(Y").

Resolugao: Observe primeiro que para todo A € o(Y), w — p(Y(w), A) é uma versao da
P(X € AlY), pois dado A € o(Y), pu(Y(w), A) = E(I4]Y).
De fato, [, p(Y(w), A)dP = E(u(Y (w), A)-I4) como X e Y tenha densidade conjunta
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f(x,y) entao

E(u(Y (), 4) - Ly) = / / (w))dads

_ / (¥ (w / (@, Y (w))dedw (subst. p)

- //fo ))dadw

= //fx,Yw))HAdxdw:/HAdIP’:E(I[A\Y):IP(XEA|Y).
AJR A

Por fim, note que para todo w € R q.c, A — pu(Y(w), A) é uma probabilidade, ja que
p(Y(w), Q) =1e p(Y(w),o) =0, além disso dados Ay, Ay, ... € o(Y) disjuntos dois a dois,

note que

Y w),UAZ-)

QUESTAO 1.14:
S)

seja f :

que

(S,

1
reva (Jy. 7 ”“”d‘r)

e le(w))dx : /Rf(x, Y(w)) H§ Aidx) (como os Ay sao disjuntos)

1 0
[ f(@,Y(w))dzx ' /R; f(@,Y (w)) 'I[Aidm)

k
(PeloTCMtomandtoa:Y ) -1y, /Zf:)sY ) -1a,)

1
- lim / Z f(z,Y(w))-14,dz (usando linearidade)

Seja pu(w, A) uma probabilidade condicional regular para X dado §, e

— (R,R) com E(|f(X)]) < co. Comege com as fungoes simples e mostre

E(f(X)|3) = / u(w, dn)f(z) q.c.

22



Resolugao: Considere inicialmente f(z) = [4(x) para A € & e observe que por defini¢ao

E(I4(X)|§) = P(X € A]F) = p(w,A) = [, m(w,dz) = [ p(w,dz)l4. Assim considerando

—+00

221 anla,, e tomando fi, = 22:1 anlly, temos que fr < fri1

agora as funcoes simples, f =
e fr /" f epelo T.C.M. juntamente com a linearidade obtemos
k

k
[ s = i [ ute.dn Y ads, =, i 3 [ ntw.dsjats,

n=1

+o0o
= Z/,u(w,dx)anhn = ZE anlla, ) = ZanﬂAn‘g
n=1

Usamos agora o fato de que toda funcao mensuravel pode ser aproximada por fungoes
simples e que toda func¢ao pode ser decomposta em soma de fungdes simples (f = fT— f7),
e ja vimos que para fungoes simples o resultado é verdadeiro concluimos entao que vale para

toda f mensuravel.

QUESTAO 1.15: Use a probabilidade condicional regular para mostrar a desigualdade de
Hélder condicional, ou seja, E(|XY||g) < E(|X|?|g)"/?-E(]Y|?|g)"/4, onde 1/p +1/q = 1.

Resolugao: Seja p(w, A) a distribui¢ao condicional regular de (X,Y), ou seja, P((z,y) €
Alg)(w) = p(w, A) (como é probabilidade podemos passar a esperanga).

E(|XY||lg)(w) = (peloex. 1.14) :/|XY|,u(w,dxdy) (pela desigualdade de Hdlder)

< (/ |X|pu<w,dxdy>)l/p- (/ |Y|qu<w,dxdy>)l/q

= E(IX[")g)"" - E(]Y|"|g)"/"

QUESTAO 2.1: Suponha X, é martingal em relacdo a g, e seja §, = o(X1,...,X,).

Entao §, C g, e X,, é martingal em relacao a §,.

Resolugao: Como cada X,, € g, e g, é uma filtragdo entdao §, = o(Xi,..., X,) C g,. Além

disso, por definicao X,, € §, para todo n € N. Como X,, é martingal em relacao a g,, entao
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E|X,| < co. Por fim note que E(X,.1|§,) = E(E(X,11|¢,)|8n) pois §Fn C ¢, usando que

X, ¢ martingal em relacao a g, temos que

Portanto X,, é martingal em relacao a §,.

QUESTAO 2.2: Suponha f superharmonica em R?. Sejam &;,&s,. .. ii.d. uniforme em
B(0,1) e defina S,, = S,,_1 +&, paran > 1 e Sy = x. Mostre que X,, = f(.S,,) é supermartin-

gal.

Resolugao: Como f é continua e para qualquer z € R? e r < oo, B(x,r) é limitado, logo
E(|f(Sn)]) < oo. Além disso, temos por defini¢ao que S, é adaptada a §,, e como f é
continua temos que f(S,) é ainda mensurdavel em §,, logo f(S,) é adaptada a §,. Resta
portanto verificar que E(X,,11|§,) < X,,.

Sabemos que E(X,,11|8,) = E(f(Sn11)|8n) = E(f (S + &us1)|8n). Como os &,/ sdo i.i.d.
e tém distribui¢do uniforme em B(0,1) temos que a funcao densidade fs, 1¢,,,(z) = 1 se
x € B(S,,1) e 0 caso contrario.

Usando agora o exemplo visto em sala, que diz que se X e Y tem densidade comum

f(@,y) e temos E(|g(X)]) < oo entdo E(g(X)|Y) = [, g(2)f(z,y)dz/ [, f(z,y)dz.
Assim, considerando X =S, + &,41, Y = 5, e g = f temos

1

1
E(g(X)[Y) = E(f(Su+ &ut1)|3n) = (m /B(Sml)f(y)dy) / (m . dy)
1

= — fly)dy < f(S,) (pois f é superharmonica.
B0 S, T =T )

QUESTAO 2.3: Dar um exemplo de um submartingal X,, tal que X? é um supermartingal.
Dica: X,, nao tem que ser aleatéria.

Resolucgao: Considere X, = —n%rl para n € N. Note que X,, é crescente, pois X, .1 =

——5 > —q5 = X, Além disso, X,, é submartingal em §, = o(X,...,X,), ji que,

E(Xn—l—l‘gn) = Xn+1 > Xn

Mas tomando X? ficamos com E(X?2,|§,) = X2, = (n—l}2)2 < (ni1)2 = X2 Logo X2 ¢
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supermartingal.

QUESTAO 2.4: Deé exemplo de um martingal com X,, com X,, — —oo q.c. Dica: seja
X, =& + ...+ &, onde os & sao independentes (mas nao identicamente distribuidas) com
E(&) =0.

Resolugao: Sejam &, &, ... v.a’s independentes, tais que P(§, = —1) =1—-2""e P(§, =
2" — 1) = 27", Considere §,, = 0(&1,&2,...,&) e X =& + &+ ... + &, Note que X,
¢ martingal com respeito a o—algebra §,, ja que por definicao X,, € §,, além disso para
qualquer n > 1, E(|¢,]) < E(2" — 1) < co. Usando agora a o fato de X,, € §,, &uq1 ser

independente de §,, e a linearidade da esperanca condicional temos,

mas E(&,) = (-1)(1 —27™) 4+ (27" — 1)27" = 0 para todo n > 1, assim temos que

E(X,+1|8n) = X, e portanto X,, é martingal.

+o0 oo

Observe também que como Y P(§, = 2" — 1) = > 27" < oo temos pelo Lema de
n=1 n=1

Borel-Cantelli que P(¢,, = 2" — linf. vezes) = 0, logo P(¢, = —1linf. vezes) = 1 e portanto

X, — —0o0 q.c.

QUESTAO 2.5: Seja X, = > Ip_ esuponha B, € §,,. Qual é a decomposi¢ao de Doob

m<n

para X,,7

Resolugao: Vimos na demonstracao do Teorema de Doob que X,, = M, + A, onde M,
é um martingal e A,, é um predizivel, tal que A4, — A,_1 = E(X,,[§n-1) — Xsi1 € 49 = 0.

Desta forma temos,

Al = Al — A() = IE(X1|{§0) — X() = E(HBO + ]IB1|§O) — ]IBO
= E(Ip,|30) + E(Is,[To) — Iz,
= E(I5[S0) = P(I5[S0)
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para n = 2 ficamos com,

Ay — A = E(Xo|F) —Xi = E(]IBO +1p, +1p,|51) — (]IBO +15,)
= E(Ip,[51) + E(lp, |81) + E(lp,|F1) — (I, +1p,)
= E(Ig,|81) = P(Ip,[31)

Logo, Ay = P(Ig,|1) + A1 = P(Ig,|&1) + P(Ip,|F0). Procedendo desta forma chegaremos
que A, = > P(Ip, |§m_1). Dai, temos que M,, = X,, — A, = > Ip — > P(p, |Sm_1)
m=1 m=1

m<n

QUESTAO 2.6: Seja &1, &, . .. independentes com E(&;) = 0 e Var(£,) = 02, < oo, e seja

n
s2 = Y o%. Entao S? — s2 ¢ martingal.
m=1

Resolugao: Observe inicialmente que E(]S? — s2|) < E(|S?|) + E(|s2]), como E(|s?]) < oo
basta observar E(|S?|) = E((&1+. . ., &,)?) efetuando o calculo de (£, +. .., &,)? e passando a

esperanga observando que os {1, &, . . . sdo independentes e E(;) = 0, ficamos com E(|S?]) =

E((&+..,6)%) =E(ED) + ... + E(&) + .. EB((&)*)
Como o2, = Var(&,) = E(E2) —E(&,)? = E(€2), entdao E(|S?|) = Y 02, < co. Portanto
E(|S% = s7]) < oo

m=1

Note também que como s? ¢ constante para cada n, temos pela definigao de §, =
o(&,. .., &) que S2 — s2 € §, para todo n.

Ademais, note que

E(SEH-I - Si+1|3n) = E(572L+1|5n) - E(Si+1|3n)
= E((Sn + £n+1)2|3{n> - E(Si+1‘gn)
= E(Sﬂgn) + QE(Sn§n+l|§n) + E( 72z+1|37L) - S?H—l

= S?% + QE(Sn§n+l|§n) + E( 72L+1|3n) - S?H—l

Como &2, é independente de §, temos que E(&2,,|5,) = E(&2,,) = o2.,. Além disso,

usando que S, € Fyn, E(§ur1) = 0 < 00 e E(S,.&11) = E(S,) -E(£,41) = 0 < oo temos por
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proposicao visto em sala que E(S,&,+1|8n) = SnE(&t1|§n) = SuE(&ny1) = 0. Assim,

E(Srzz-H - Si+1|§n) = 5721 + 2E(Snn+1]8n) + E( i+1|§n) - Si+1

2

_ 2 2 Q2 2
- Sn+0n+1_sn+1_5n_8

n*

O que mostra que S? — s? é martingal.

QUESTAO 2.7: Se &, &, ... sdo independentes e temos E(&) = 0 entao

Xr(Lk) = Z &ir - i

1<i1<..<ip<n

¢ um martingal. Quando k=2e¢ S, =& + ...+ &,, 2x?) = Sp— > &

m<n

Resolugao: Note que IE(|X,(Lk)|) < E(] > & -+ &) usando a desigualdade trian-
1<i1<..<ip<n
gular, a linearidade da esperanca e o fato das &, serem independentes obtemos

IE<| >, €i1---§z’k|>§ > E(&D--E(&,]) < oo

1<i1<...<i<n 1<i1<...<ip<n

Por definicao xF ¢ adaptada a §,. E mais, como IE(X,(L?JSH) =FE ( > iy &y |{§n)
1<iy <...<ip<n+1
s6 teremos problemas quanto a mensurabilidade das funcoes &;, - - - &;, com respeito a o —algebra

§n quando &, = &,+1. Mas usando proposi¢ao visto em sala ( > (&, &) € B
1<ir<.. <ip_1<n

E(&41) =0 < 00 e E( > iy &i—1 - &nt1) = 0) podemos escrever

1<ir <..<ip_1<n

E( Z gil U gik—l . €n+1|3n) = Z (521 e gik—l) ' E(§n+l|§n)

1<i1<..<ig—1<n 1<i1<..<ip—1<n

= Y (G 1) E(Gan) =0

1<i1<...<ip<n+1
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Deste modo temos que

1<i1 <...<ip<n+1

1<i1 <. < <n

= Z in & = X,(Lk)~

1<i1<...<ip<n

)

O que mostra que XM g martingal.

QUESTAO 2.8: Generalize (i) do Teorema 5.2.4 mostrando que se X,, e Y, sdo submartin-

gais com respeito a §,, entao X,, V'Y, também é.

Resolucao: Como X, e Y, sao adaptados a §,, entao X,, VY, também é adaptados a §,.
Além disso, sabemos que | X, VY, | < | X, |+ |Yal, logo E(| X, VY,|) < E(|X,|)+E(|Y,]) < oo,
ja que X, e Y, sao submartingais.

Por fim, usando a monotonicidade da esperanca condicional e o fato de X,, e Y,, serem

submartingais, podemos escrever,

E(Xn—l—l V Yn—l—l‘gn) E(Xn+1|8(n> = Xn
E(Xn—l—l V Yn+1‘gn> > E(Yn+1|8{n) = Yn

v

donde concluimos que E(X,11 VY, 11|8,) > X, VY, e portanto X,, V'Y,, é submartingal.

QUESTAO 2.9: Sejam Y}, Y5, ... varidveis aleatérias nao negativa i.i.d. com E(Y,,) =1e
Py, =1) <1

(i) Mostre que X, = [],,<,, Y define um martingal.

(ii) Use o Teorema 5.2.9 e um argumento de contradi¢cao para mostrar que X,, — 0 quase
certamente.

(iii) Use a lei forte dos grandes nimeros para concluir (1/n)log X,, — ¢ < 0.

Resolugao:
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(i) Por definigao X,, € §,, e como |X,| = |Hm§n Y| = ngn Y,., pois 0s Y, sao nao
negativos, temos passando a esperanca e observando que os Y, sao i.i.d. que E(|X,]|) =
[[ncn E(Yin) =1 < 0.

Além disso temos que E(X,11|§n) = E(X, - Y,11|8n), como X, € §,, E(Yuq) = 1 e
E(X, -Y,1) = 1 temos por proposi¢ao vista em sala que E(X,, - Y,11|§n) = XoE(Y,41|8n)

como Y11 ¢ independente de §,, podemos ainda escrever

Donde concluimos (i).

(ii) Pelo Teorema 5.2.9 temos que X,, — X, q.c.. Como P(Y;, = 1) < 1 podemos considerar

e > 0 tal que P(]Y,, — 1| > ¢) > 0. Tomemos agora d > 0 e observe que

P(|Xnp1 — Xl 2 de) = P(|Xn(Yopr — 1] = de) = P(IXa] - [Yoya — 1 = de)
> P Xn] 26, [YVosr — 1] = &) = P(|Xo| = 0)P(|Yna — 1] = €).

Como X, — X q.c. entao X,, converge em probabilidade, ou seja, lini P(| Xp1—X,| >
de) = 0 o que implica pela desigualdade acima que lini P(|X,| > d) =0, como X,, > 0
temos que limJr P(X,, > 9) = 0, como o limite é tnico, concluimos que P(X,, — 0) = 1,

ou seja, X, — 0 q.c.

(iii) Seja § > 0 e defina Z,, = Y,,, VJ > 0, note que Z,, é i.i.d., pois os Y,s 0 sdo. Seja
o(z) = log(x), assim ¢(Z,,) estd bem definida e como ¢ é concavo, E(log(Y,, V 0)) < oo
(pois, caso E(log(Y;, vV 0)) < E(Y,, V) < o0) temos pela desigualdade de Jensen que

E(log(Y,, vV 0)) < log(E(Y,, V9))

fazendo 6 — 0, usando o fato de ¢ ser concavo estrito e P(Y,, = 1) < 1 temos que

E(log(Y:)) < log(E(Y,)) = log(1) = 0. Assim temos que E(log(Y;,,)) € [0, 0).
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Aplicando a lei Forte dos Grandes nimeros as v.a’s i.i.d log(Y;,) temos

log(Y1) +log(Ys) + ... +log(Ys,)

E(log(Y1)) q.c

n
log(X,,
8(Xn) _, og(v1)) <0 g
n
QUESTAO 2.10: Suponha y, > —1 para todo n e 3 |y,| < co. Mostre que [] (14 yn)
m=1
existe.
Resolugao: Antes de provar que [] (1 + y,) existe, vamos mostrar uma desigualdade que
m=1

vai nos auxiliar no exercicio.
Afirmagao: Se |y| < 1/2 entao y —y* <log(l+y) <y.

De fato, a segunda parte é bem simples e ja usamos no exercicio anterior, como 14y < e¥
para todo y, em particular para |y| < 1/2 e log é uma fungao crescente e bem definida neste
caso para os valores |y| < 1/2 temos aplicando log de ambos os lados que log(1 + y) < y.

Para a primeira parte, escreva log(1+4y) em séries de poténcias log(14+y) = y— % % — ..

e para |y| < 1/2 temos

W~

_y_2+y_3_y_4 ‘_y_z‘ﬂy_g)‘ﬂy_‘
2 3 4 | — 2 3 4"
2 2 21,,2
yv' o ylyl vy
< Zz
- 2+ 3 + 4
2 2
Y 2yl 2y
= Lo+ 22y
2( + 3 + 4 + )
y2 2 3
< 5(1+|y|+y + 1y’ +...)
2
Yy 1 2
< =14+ =4+-4+-= ) =yc.
< 2<+2—0—4+8—|— ) Yy

Portanto y — %> <y — (y?/2 +4%/3 —...) = log(1 + ).
Voltando a questao, temos que > |y,| < oo entdo para n > ny > 0 temos que |y,| < 1/2

0 que nos permite garantir também que yfl < 00 e que para N > ng temos

D n—ur <D log(l+yn) < n
n=N n=N n=N
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A dltima desigualdade mostra que log( [T (1 +y.)) = > log(1 + v,) O 0 e portanto
n=N n=N =T

=

(1 +y,) existe.
1

QUESTAO 2.12: Use as variaveis aleatérios da questao 2.2 para concluir que, em d < 2, as
funcoes superharmonicas niao negativas deve ser constante. O exemplo f(z) = |z|>~¢ mostra

isto é falso em d > 2.

Resolucao: Seja f funcao superharmonica nao negativa em RY, considere como na questao
2.2 &,&, ... ii.d. uniforme em B(0,1), com S, = S,,_1 + &, paran > 1e Sy = x. Assim
pela questao 2.2 X,, = f(S,) é supermartingal é como f é nao negativa temos X,, > 0 para
todo n > 0.

Por Corolario visto em sala, se X,, > 0 é supermartingal entao X,, — X q.c. Supondo
que f é nao constante entdo existe a < b de modo que A = {f < a} e B = {f > b} sdo
conjuntos abertos e nao vazio (pois f é continua).

Considere o caso d = 1, como E(&;) = 0 e Var(§;) < oo temos pela Lei Fraca dos Grandes

n

Numeros que = S—; 2, 0 tomando So = 0, assim pelo Teorema C'hung — Fuchs (ou

Teorena 4.2.7), S,, é recorrente (como todos os pontos sdo acessiveis, mas entao
liminf f(S,) < a < b <limsup f(S,).

Absurdo, pois sabemos que f(S,) — X q.c.
Para o caso d = 2, usamos o Teorema 4.2.8 que vai nos garantir que S,, também é recor-

rente e por argumento analogo, concluimos que f nao pode ser constante.

QUESTAO 2.13: O principio de comutagao. Suponha X! e X2 supermartingais com

respeito a §,, € N é um tempo de parada de modo a que X} > X%. Entao

Y, = X,ll]I(NM) + XﬁH(Ngn) é um supermartingal

Ly = X}LH(NZn) + XEI[(N@) é um supermartingal.

Resolugao: Por definigao temos que Yy, Z, € §, e E(|Y,]), E(|Z,|) < E(|X}]) + E(|X?|) <
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oo. Usando agora a definicao de Y,, temos que

E(Yn+l|§n) = E n+1]I(N>n+1)+Xn+1H(N<n+1 |§n)

I
=

Xn+1]I(N>n+1) + Xn+1H(N<n) + Xn—l—l]I(N n+1)|8n) (como Xy > X3)

IAN - IA
E o=

(
(
(Xn+1I[(N>n+1 +XTL+1H N<n) +Xn+1I[(N n+1) \Sn)
(Xn+1I[(N>n+1 + Xn-}—lH N<n) 50)

(

= E n+1]I(N>n +Xn+1H N<n) |gn)

usando agora que N é tempo de parada, logo (N > n),(N < n) € §, e novamente por

proposicao visto em sala podemos reescrever

E(Yoi1|Fn) < E(Xp (Iivsn) + Xo o Iiven)|Tn) = Livon)E(Xn 1180) + Iivan E(X2 1 150)
Tvsm Xy +Ivem Xy = Yo

IA

para Z, a conta é analoga.

E(Znﬂ\ﬁn) = E n+1H N>n+1) +Xn+1H(N<n+1 |3n)

I
&=

Xn—l—l (N>n) +Xn+1]I(N<n |gn)

I
&=

IA
=

Xn+1 (N>n) +Xn+1H(N<n +Xn+1HN n) ‘$n>

(
(
(Xn+1 (N>n) + Xn+1]I(N<n) + Xn+1H N=n) |§n)
(
< E(

n—l—lH N>n) + Xn+1I[(N<n |3’n)

usando agora que N é tempo de parada, logo (N > n),(N < n) € §, e novamente por

proposicao visto em sala podemos reecrever

E(Zn1l8n) = E(X, (Ioven + X2 Iven)|Sn)
= I[(NZTL)E(X}LHWTL) + H(N<n)E(Xr2z+1|{§n>

= Lo X, + Ineny X2 = Z,
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Capitulo 5
Lista IV - (Data 19/05/14)

QUESTAO 3.1: Seja X,,, n > 0, um submartingal com sup X,, < co. Seja &, = X,, — X,,_1

e suponha E(sup {) < co. Mostre que X,, converge quase certamente.

Resolugao: Seja N = inf{n; X,, > M}. Como N é tempo de parada e X,, é submartingal
entdo (por proposigao feita na aula do dia 25/04/14) Xya, ¢ submartingal. Além disso,

temos que

sup gr—l_ 2 gjthn = (XN/\n - XN/\n—l)+ Z (XN/\n - M)+ > X]J’\;/\n M

- X]—i\}/\n < M +supé,.

Assim, passando a esperanca em ambos os lados da desigualdade e tomando o sup obtemos
que '
sup E(XJ,,) < M +sup(E(sup &) = M + E(sup&!) < oo
jo,o_/

Pelo Teorema da convergéncia de martingais Xy,, ——— X quase certamente, E| X | <
n—-+4o0o

oo (em Q =[N < oo] U [N = +o0]), assim em [N = 4o0], lim Xyu, = lim X,, converge q.c.
QUESTAO 3.5: Seja pi, € [0,1). Use os lemas de Borel-Cantelli para mostrar que

ﬁ (1 —pn) =0 se, e somente se, me_
m=1

m=1

Resolugao: Considere X,, € {0,1} varidveis aleatdrias independentes com P(X,, = 1) =

Pm- Dai temos

P(X,,=0,Vm>1) = P(X;=0,X5=0,...) (pela independéncia)
— P(X;=0)-P(Xy =0) P(X3 =0)-

= J]@=pm) (pois, P(X,, =0) =1 = P(X,, = 1) = 1 - p,y)

m=1
(«<=) Se > pm = oo temos pelo Lema de Borel-Cantelli que P(X,, = 1, inf. vezes) =1, ou
=1

33



seja [[ (1 —pm) =P(X,, =0, Ym > 1) = 0.

m=1

(=) Vamos argumentar por contrapositiva, se Y. p, < oo entdo para M suficientemente
m=1

grande temos que > p,, < 1, como os p,, > 0 temos P(X,, =0, Ym > M) = [] (1 —
m=M m=M
Pm) > 0 e como p,, < 1 para todo m concluimos que [] (1—p,) =P(X,, =0, Vm >1) > 0.
m=1

- 0o n—1 0o
QUESTAO 3.6: Mostre que > P(A,| [ A%,) = oo implica P( (| A¢,) = 0.
n=2 m=1

m=1

n—1
Resolugao: Considere para n > 2, p, = P(A,| [ AS,) e para n = 1 defina p; = P(A,).

m=1

o o [o.¢]
Assim, temos que Y p,, = p1 + Y Pm = o0 e pelo exercicio anterior [] (1 — p,,) = 0.

n=1 n=1 m=1

n n
No entanto, observe que [] (1 —pn) =P( ) A%,), pois n = 1 temos que o resultado é
m=1 m=1

vélido, ja que 1 —p; = P(AS), suponha agora valido para n e verifiquemos se vale para n+1,

CcOo1mo

n+1
P (ﬂ A;) .
m=1

Assim, fazendo n — 400 obtemos que

00 n+1 00

m= 1

QUESTAO 4.2: Generalize a prova do Teorema 5.4.1 e mostre que se X,, € um submartin-
gal e M < N sado tempos de parada com P(N < k) =1 entdao E(X ) < E(Xy).
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Resolugao:Seja k,, = [prcn<n). Observe que [M <n < N|=[M <n—1]N[N < nl® € Fn
pois M, N sao tempos de parada, assim, k,, é predizivel.

Denote Y,, = (k- X),, como X, é um submartingal e k, é predizivel concluimos (por
Proposigao da aula do dia 25/04/14) que Y,, é submartingal. Além disso, observe que Y,, =
(k- X)n =2 et bn(Xon = Xn1) = Xvan — Xasnn-

Assim, em particular para n = N temos Yy = Xy — Xyany = Xy — Xy e usando que

Y,, é submartingal, P(N < k) =1 e que N é tempo de parada temos pelo Teorema 5.4.1 que

E(Yy) =E(Xy — Xu) 2 E(Yo) =0 = E(Xy) > E(Xum).

QUESTAO 4.4: Seja S, = & +...4+&,, onde os &, sdo independentes, 1&] < K, E(&) =0,
o2 =FE(2) <ocoes?= 3 2. O Exercicio 5.2.6 implica que S? — s2 é um martingal.

m<n
Use isto e o Teorema 5.4.1 para concluir

P( max |S,| <) < (z + K)*/Var(S,).

1<m<n

Resolugao: Sejam A = {11273511 |Sn| > 2} e N = inf{m;|S,,| > x ou m = n}. Sabendo que
S2 — 52 6 um martingal, N é tempo de parada e que P(N < n) = 1 temos pelo Teorema
5.4.1 que B(S} — s7) <E(S% — s3)-

Como E(&,,) = 0 e 02, = E(£2) < oo chegamos que Var(¢,,) = o2, para todo m € N, logo
Var(S,,) = E(S2). Como os &, sao independentes temos que Var(S,) = > Var(§,) =
3> 02 =52 e também que E(S? — s?) = E(S?) — s? = 0. =
mgnPor outro lado, E(S% — s%) = E[(S% — s%)L4] + E[(S% — s )14c], mas em A sabemos que
ISnl=1&+ . .+ & < &+ + &l +|én| < (z+ K) e usando que os s%, > 0 para todo

m € N podemos escrever,
E[(S} — s3)1a] < E[(SX)La] < E[(|Sy[*)La] < E[(z + K)°La] = (z + K)*P(A),

entre tanto em A° = {lr<nai< |S,| < 2} temos que N = n, deste modo chegamos que E[(S% —
<m<n
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$3) 4] < (2% — s2)P(A°). Assim,
0 <E(S% — s%) < (v + K)’P(A) + (2% — s2)P(A°).
Como P(A) =1 — P(A°) substituindo na inequacao acima,

0< (x4 K)’P(A) + (2 — 2)P(A°) = (z+ K)*(1 —P(A)) + (2% — Var(S,))P(A°)
= (24 K)?+ (2* — Var(S,) — (z + K)*)P(A°).

Assim,

(x+K)* > —(2% = Var(S,) — (z + K)?)P(A°)
= (—2® + Var(S,) + 2% + 20K + K*)P(A°)

= (+Var(S,) + 22K + K*)P(A) (como z,K >0)

v

Var(S, ) P(A°)

e portanto P({1I<na§ 1S,| < 2}) =P(A°) < (x + K)?/Var(S,,).

QUESTAO 4.5: Seja X,, um martingal com & = 0 e E(X?) < co. Mostre que

P( max X, > \) <E(X2)/(E(X2) + \?).

1<m<n

Dica: Use o fato que (X, + ¢)? é um submartingal e otimize c.

Resolugao: Para ¢ € R tal que A + ¢ > 0 temos que se x € [ max X, > A] entao

1<m<n
2 2 2 2
T € [1?73%( (X5, +¢)* > (A +¢)?]. Logo, [élg;(an > )\ C [1?73%( (Xp+c¢)?> A+ e
portanto,
2 2
P([llgln?%(n Xp > < P([lénn?%cn(Xn +c)* > (A +¢)f)).
Com (X, + ¢)? é um submartingal e max (X, + o)?]t = max (X, + ¢)? temos pela

desigualdade de Doob

: < B, +0?) _E(X3) + &
(lmax (X + 0 = (4 0] < = £1g = S0

onde a igualdade decorre do fato de E(X,,) = 0.
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Considere f(c) = BXa)te? para ¢ # —\, e calculando a derivada de f temos f'(c) =

(Atoe)?
%E\A%Ec(;fg)) e fazendo f’(¢) = 0 obtemos ¢ = E(%EL). Calculando f” e aplicando em ¢ = E(*f%)
obtemos que f”(c) = %. Observando que A > —c = —E(%’%) entdo \? > —E(X2) e

portanto, f”(c) > 0, assim ¢ é ponto de minimo. Logo,

P([ max (X, + 0 > (A -+ o)) < o) HEX)/AF

1<m<n X+ (E(X2)/))2 = E(X2)/(E(X]) + A?).

QUESTAO de Sala: Assuma P(X; = a) = 1. Mostre que I(a) =0 e I(z) = +00 se z # 0,
onde I(z) = sup[tz — logp(t)], p(t) = E(e"1) < +o0.
teR

Resolugao: Como logyp(t) = logE(e!*!) = logE(e™) = loge™ = at, onde a segunda
igualdade decorre do fato de que P(X; = a) = 1. Assim, temos que

I(a) = sup[ta — log ¢(t)] = sup[ta — at] = 0.
teR teR

Por outro lado, para z # a temos I(z) = sup[tz — logp(t)] = sup[(z — a)t]. Caso
teR teR

(z—a) > 0 temos que (z —a)t T +o00 e caso (z —a) < 0 temos que (z —a)t ——— too.

Dali concluimos que I(z) = sup[(z — a)t] = +o0.
teR
QUESTAO de Sala: Calcule o I(z) para os processos de Poisson, Exponencial e Normal.

Resolugao: Pelo que ja fizemos na questao 11 do capitulo 6 da Lista II de Probabi-

lidade se X ~ Poisson()\), onde A > 0 temos, E(et*1) = M =D Agsim,

I(2) = supltz — log (t)] = supltz — log X V] = supltz — A(e! — 1)].
teR teR teR

Observe que se h(t) =tz — A(e! — 1) entao h/(t) = z — X! = 0 se, e 86 se, t = In(z/))
para z # 0. Mas h/(t) = —\e' < 0 para todo t, entao t = In(z/)\) é ponto de maximo de h,
logo I(z) = sup[tz — A(e! —1)] = h(In(z/N\)) = zIn(z/\) — 2z + \.

teR
Ainda pela questao 11 do capitulo 6 da Lista IT de Probabilidade se X ~ exp(\),
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onde A > 0 temos que E(e'*1) = % se t <\, E(e"™1) = 400 se t > \. Assim,

I(z) = sup|tz — log ¢(t)] = sup[tz — log E(e'*1)].
teR e

]. Seja h(t) = tz—log E(e!*1), como N (t) = 2

Assim, parat < A, I(z) = sup[tz —log

teR A—
set>Xeh/(t) =2z— 5 set <A Ass1m,h’(t):Oset:A—l/zparat<)\eZ7éOe
h’(t)zOsezzOetZz,comoh”(t):—ﬁ<0set<)\temost:A—l/zépontode

maximo para todo z > 0. Logo, I(z) = Az —log(Az) — 1 para z > 0.

e %2 :
~——75—, aSSl

Se X ~ N(0,1) entao X tém densidade f(z) = <7

TR (to—a?)/2

ix e T 2/2 etr— x2 e
E(e) = ———dx = / dz = | ——dx
¥ - ¥
+00
t2/2 —(z—t)2/2 t2/2
= € = [ ey (para u = (x —t))

2T \ 2T

“+oo
_ et2/2 e—u2/2du _ et2/2 /271' _ €t2/2
2/ V2

Assim, I(z) = sup[tz — log¢(t)] = sup[tz — log e!*/?] = supl[tz — t2/2].
teR teR teR
Novamente defina h(t) =tz — t?/2, como W' (z) = 0 se, e 86 se, t = z e h”'(t) = —1 temos

22 22

_ 7 . o 2 o
que t = z é ponto de maximo logo I(z) = 2* — 5 = %

Capitulo 5
Lista V - (Nao solicitada)

QUESTAO 3.13: Suponha que cada familia tem exatamente 3 filhos mas lanca moedas
para determinar. Em 1800 uma familia s6 passara seu sobrenome para os filhos homens.
Seguindo o processo de ramificagdo com p, = 1/8, py = 3/8, po = 3/8 e p3 = 1/8. Calcule a

probabilidade p que a familia tenha seu sobrenome ser extinto quando Z, = 1.
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Resolugao: Sabemos que se u, = P(X,, = d; Xy =1) entao P(X,, =0 | Xy = k) = u*. Dai,
+oo
P(X,=0|Xo=1) = Y P(X;=kPX,=0]|X; =k)
= ZkaP’(Xn_l =0] Xo=k) (pois os ¢ sao i.i.d.)

= ) mP(X1 =0 X = 1)F

1 3 3 1 |

Passando o limite e fazendo n — +o0 obtemos,

1 3 3 1
= lim P =0|Xg=1 — ~02+ =p
p=lm PX,=0]Xo=1)=c+2p+op +2p
Calculando as raizes desse polinémio de terceiro grau obtemos, p = 1, p = =2 — /5 e

p=—2+5 Noteque E(X,) =0-1+1-24+2.2+3.1=12> 1 entdo (por teorema visto
em sala) p # 1 e como p = —2 — /5 < 0, concluimos que p = —2 + /5.
QUESTAO 4.7: Sejam X,,,Y,, n > 0, martingais com E(X?),E(Y;?) < co. Entéo

E(X,Y,) — E(X,Y,) = ZE ) (Y = Yy,
Resolucao: Como,

Z E[(Xm - Xm—l)(Ym - Ym—l)] = Z E[(Xm - Xm—l)Ym - (Xm - Xm—l)Ym—l)]

n

= D (E[(Xm — Xne1) Y] = E[(Xn = Xpn1) Y1)

m=1

= (pelo Teo. 5.4.6., E[(X;, — X;n—1)Ym-1] =0 V1 <m <n)

= Z E[(Xm - Xm—l)YM]

= ) [E(XnY) - E(X, 1Y)

m=1

Usando que E(X?),E(Y;?) < co temos pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que

E(|Xm-1Ym|) < (Bl X1 E[Yn]*)"? < 00
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e como X,,,Y,, sao martingais temos que
E(Xm—lym) - E[E(Xm—lym|§m—l)] - E[Xm—lE(Ym|§m—l)] - E(Xm—lym—l)-

Assim, Z:IE[(X,” — Xpt) (Yo — V)] = zijl[E(XmYm) — E(Xp1Yi)] = E(X,Y,) —

E(XoYo).

QUESTAO 4.8: Sejam X,,, n > 0 martingais e considere &, = X,, — X,,_1 paran > 1. Se
E(X?3), > E(£2) < oo entdao X,, — X quase certamente em L.

m=1

Resolugao: Sabendo que i E(£%) < oo temos em particular que E(£?) < oo, mas entao
(X1 — Xy) € L? e como pormh:ii:)étese X € L? e usando que L? é espaco vetorial, concluimos
que X; — Xy + Xo = X; € L% Mas também temos que E(£2) < oo donde procedendo da
mesma forma chegaremos que X, € L?, assim por inducao concluimos E(X?) < oo para todo

n. Deste modo podemos usar a questao 4.7 acima e escrever E(X?) = E(X?) + Y. E(&2),
m=1

passando o supremo em ambos os lados obtemos que
sup E(X?) = E(X3) + ) E(¢]) < oo
n m=1

Assim, pelo Teorema da Convergéncia de Martingais em LP concluimos que X,, — X

quase certamente em L2,

QUESTAO 5.1 (Nao solicitada): Seja ¢ > 0 uma funcdo qualquer com @ — 00
quando 2 — oo, por exemplo, p(x) = 2P com p > 1, ou ¢(z) = xlog” z. Se E(p(|X,|) < ¢,
Vn € I entdo {X,,; n € I} é uniformemente integravel.

Resolugao: Como ¢ > 0 e @
x> M.

—— oo entao existe M > 0 tal que p(x) > 0 para todo

Tr—00
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Seja ey = sup{ﬁ x> M}, para n € I temos

X
E(|1X,[T = E | ——2—p(X,)I
< E (emo(Xn)Tx,>m)
= enE (o(Xo)[x,>0)

= C&)pp-

Como 22— 50 entdo - — 0, e portanto £,y —— 0. Assim,
z o(x)

n—oo n— o0 M—oo

lim(su;l) E(|Xn|ﬂ[\Xn|>M]) =0.
ne

QUESTAO 7.1 (Nao solicitada): Se X,, > 0 é um supermartingal ento

EX,
P(sup X,, > \) < TO.

Resolugao: Seja N = inf{n; X,, > A}, como N é tempo de parada, temos pelo Teorema

5.7.6 que, E(Xy) > E(Xy), mas como

E(Xy) > E(A) =EA|neio) + EAy—roo))
> E(Mycioo]) = AP([N < +00]) = AP(sup X, > \)
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