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Instrucoes: justifique suas respostas. Cada questao vale dois pontos. Duracéo:
1h50. A prova pode ser feita a lapis.

Nome do aluno:

1?) Prove por inducéo que 7" — 6n — 1 é multiplo de 36 para n > 1.
Solucao: paran = 1, temos que 7' —6-1 —1 = 0 que é multiplo de 36. Suponha
que, para um certo n, 7" —6n — 1 = 36k. Multiplicando a igualdade por 7, temos
que
T —6n-T—-T7=36-7-k

=7 —6n-(6+1)—(6+1)=36-7-k

= 7" —36n—6n—6-1=36-7-k

= 7" —6n—-6—-1=36-7-k+36n

= 7" —6(n+1)—1=236(7-k+n).

Logo, pelo Principio de Inducgéo, a afirmacao é valida para todo n > 1.

22) Prove, usando o Binomio de Newton, que 7" —6n—1 é multiplo de 36 paran > 1.
Solucao:

T—6n—1= (6+1)"—6n—1

= [i (Z>6’f-1n—k] —6n—1

k=0
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3?) Prove que em qualquer conjunto S de 77 inteiros ha um subconjunto R C S
com pelo menos 5 elementos tais que a diferenca de quaisquer dois elementos
em R é divisivel por 19.



Solugao: Considere Ay, ..., A9 os conjuntos definidos por = € A; se, e somente
se, x é inteiro e deixa resto ¢ na divisao por 19. Como sdo 19 conjuntos e 77
inteiros, pelo PCP generalizado, algum conjunto contera pelo menos 5 inteiros.
Esexz,y € A, entdor =19¢; +i ey = 19¢s + 7, logo  — y = 19(¢1 — ¢2), ou se€ja,
x — y € multiplo de 19.

4?) Resolva a recorréncia
ap = —3p_1 + 2,
{ao =-—1.
Solucao:
ap = —3ap-1 +2 = (—3)(—3a,-1+2) + 2

= (=3)%ap_2 +2(=3) +2

= (=3)*(=3an_3+2) +2(=3) +2

= (=3)%an_3+2(=3)* +2(=3) + 2

; (=3)"ag + 2(=3)""1 +2(=3)"" +2(=3)"F + .- + 2(=3)' +2(-3)"
= —(=3)"+2[(=3)" "+ (=3)" P+ (=3)" P+ -+ (=3)' + (-3)°
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52) Prove, por um argumento combinatodrio, que

n+2\  (n 49 n 4 n

k+2)  \k k+1 k+2)°
Solucao: Basta contar o nimero de comissodes de k + 2 pessoas escolhidas de
um total de n + 2 pessoas. Uma resposta é (}7;). Para obter outra resposta,

fixe duas pessoas, que chamaremos de A e B. Ha quatro tipos de comisssoes:

e As que tém A e B, cujo total é (7).

e As que tem A e ndo tém B, cujo total é (,",).

e As que néo tem A e tém B, cujo total é (,",).

e As que ndo tem A nem B, cujo total é (,,).

(Zig) - (Z)+2<kil)+(kiz>'

62) Extra 1pt Um algoritmo pode ser entendido como um manual de instrucées
(finito) para resolver um determinado problema. O conjunto de todos os algo-
ritmos é enumeravel ou nao-enumeravel? Solug¢ao: Seja A, o conjunto dos
algoritmos com n simbolos e seja A o conjunto de todos os algoritmos. Temos
que A =U2,A,. Como A, é finito, temos que A é enumeravel.

Logo,



