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Instrucoes: cada questao vale 2 pontos. A prova pode ser feita a lapis.

1)

2)

3)

Seja || - || uma norma em R" que provenha de um produto interno. Suponha que
|b—c¢|| + |lc — a|| = ||b — a||. Mostre que ¢ € [a, b].

Solug¢ao: Suponha por absurdo que ¢ ndo pertence a [a,b]. Temos dois casos,
ou ¢ ndo pertence a reta que contém [a, b] ou ¢ pertence a reta que contém [a, b|
mas esta fora do segmento [a,b]. No segundo caso, ou ||b — ¢|| > ||b — al| ou
|lc —al| > ||b — a||. Em qualquer um desses sub-casos, é impossivel que ||b — ¢|| +
lc — al|| = ||b — a]|. Consideremos o segundo caso, no qual b — ¢ e ¢ — a néo séo
multiplos um do outro.

Pela bilinearidade e simetria do produto interno,
Io—al* =1[(b—c)+ (c=a)l* = [Ib—cl|* + 2(b — ¢,c — a) + ||c — al|*

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, como b — ¢ e ¢ — a ndo sdo multiplos, o
lado direito acima é estritamente menor do que

2
Ib—cll* +2[b = cll - e — all + lle = al|* = (|[b = Il + [le — a])

que é igual a ||b — a|* pela hipétese no enunciado. Logo, chegamos a ||b — a||* <
|b — al|?, contradigéo.

Seja A : R™ — R™ transformacao linear injetiva. Prove que existe ¢ > 0 tal que
|Az|| > c||z| para todo z € R™.

Solug¢ao: Suponha por absurdo que nao existisse tal constante. Logo, para todo
n € N, existe z, tal que ||Az,|| < i||lz,|. Em particular, z,, # 0, pois A é linear.
Defina y,, = z,,/||z,||. Assim,

1
| Aynll < = (1)
n

e y, pertence a esfera unitaria. Como a esfera unitaria é compacta, existe sub-
sequéncia y,, — y € S|[0,1]. Como a norma é continua, de (1) deduzimos que
||Ay|| = 0, que implica que y = 0 pois A é injetiva. O que é uma contradicdo dado
que y € S[0,1].

Mostre que X C R" é denso se, e somente se, X C tem interior vazio.

Solucio: Suponha X é denso e considere y € X°. Mostremos que y néo pertence
ao interior de Xt. Dada uma bola B(y,e), existe € X tal que =z € B(y,¢) pois
X é denso. Logo, y ¢ int X C de onde deduzimos que int X° = o.

Suponha que int X = . Mostremos que X é denso. Para isso, basta provar
que qualquer bola de R" contém algum ponto de X. Seja B(y,c) uma bola.

eql



4)

5)

Temos duas possibilidades: ouy € X ou y ¢ X. No primeiro caso, a bola contém
um ponto de X, que é o centro y da bola. Se y ¢ X, entdo, como o interior
do complementar de X é vazio, esta bola B(y,<) ndo pode estar inteiramente
contida em X, ou seja, contém algum ponto de X.

Prove o Teorema de Baire:

a) Se Aj, As, ... séo abertos densos em R”, entdo N>, A, é denso.

b) Se F}, F5, ... séo fechados com interior vazio em R", entdo U2, F;, tem interior
vazio.

Solucao: a) Basta mostrar que toda bola B(z,¢) em R” contém algum ponto de
N> ,A,. Como A; é denso, existe a; € A; N B(x,e). Como A; é aberto, existe
Blai,e1] € Ay N B(z,e). Analogamente, existe Blas,cs] C Ay N Blay, 1] e assim
por diante. Logo, como a sequéncia Blay, 1], Blas, €2], Blas, 3], . . . € de compactos
encaixados néo-vazios, concluimos que existe a € N>, Bla,,&,] C NS, A, pelo
Teorema de Cantor. Como a € B(z,¢), concluimos que N2° | A,, é denso.

b) Basta notar que complementar de aberto é fechado e usar a questao 3).

Dizemos que um conjunto X C R" é topologicamente homogéneo se, para quais-
quer a,b € X, existe um homeomorfismo ~ : X — X tal que h(a) = b. Mostre
que se X tem interior ndo-vazio e contém um ponto isolado, entdo X nao é to-
pologicamente homogéneo.

Solug¢ao: Seja b um ponto isolado de X e seja a um ponto interior. Suponha,
por absurdo, que h : X — X seja homemorfismo tal que h(a) = b. Como a é
ponto interior, existe =, € X tal que z,, — a com z,, # a. Dai, h(x,) — h(a) = b.
Como b é ponto isolado, para n suficientemente grande vale que h(z,) = b, de
onde concluimos que h néo é bijecao, logo ndo é homeomorfismo.



