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Prova 2 - MAT518 2018.2
Analise no R"
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Data: 07/11/18

Gabarito resumido

Seja f : R™ x R™ — R dada por f(z,y) = (Az,By), onde A : R™ — R™ e B :
R™ — R™ sao transformacées lineares. Prove que f é diferenciavel e encontre
sua derivada.

Solucgao: calculando as derivadas parciais, temos que
Vi(z,y) = ((Aer, By),...,(Aen, By), (Az, Bepi1), . .., (Az, Benpiy)) -

Como as derivadas parciais existem e sdo continuas, entdo f é diferenciavel, e
sua derivada sera

m m+n
df(z,y)-u = (Vf(z,y),u) = Z<A61,3y>ui+ Z (Ax, Be;)u;
i=1 i=m+1

Seja f : R? - R, f € C'. Mostre que f nédo pode ser injetiva.
Solucao via Teorema da Funcao Implicita:

Se g—i(x,y) = 0 em todos os pontos, entdo f nao pode ser injetiva, pois sera

localmente constante em y. Se g—g(xo,yo) # 0 em algum ponto (zg,yy), entao,
pelo Teorema da Funcao Implicita, existem abertos Ae Bem R, xq € A, yo € B
eg: A— Btais que f(z,g(x)) = c para todo x € A. Como A é aberto néo vazio,
A contém 1 # xo. Logo, f(z1,9(z1)) = ¢ = f(z0,9(20)) € (z1,9(x1)) # (w0, 9(0)).
Portanto, f nao é injetiva.

Solug¢ao via Teorema da Funcao Inversa: Se g—fyc(x, y) = 0 em todos os pon-
tos, entdo f nao pode ser injetiva, pois sera localmente constante em y. Se
g—g(xo,yo) # 0 em algum ponto (z¢,y,), entdo defina g(z,y) = (z, f(x,y)), cujo
jacobiano é ndo nulo em (z¢,yo). Pelo Teorema da Funcédo Inversa, existem
abertos A e B em R?, (z¢,y) € A tais que g : A — B é difeomorfismo C".

Seja ¢ = f(zo,y0) e seja também (z1,c) € B tal que z; # z,. Como g é bijecao,
g (g, ) # g~ (x1,¢) que implica que f néo é injetiva.

Seja f : R™ — R diferenciavel tal que f(z/2) = f(x)/2 para todo x € R™. Prove
que f é uma transformacao linear.

Solucao: f(0/2) = f(0)/2 implica f(0) = 0. Por inducéo, f(z/2") = f(z)/2" para
todo n € N. Como f é diferenciavel em zero,

fw)=fO0)+Tv+r(w), YveR™,
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com lim, o7 (v)/||v]| = 0. Em particular,

f<2£n> ZinT:err(i), Vn € N,

2 2n
que leva a
(5m
flz) =Tz + Hxﬂ%, Vn € N.
on

Tomando o limite em n concluimos que f(z) = T'z.

Considere em R™ a norma euclidiana || - ||. Seja f : R™ — {0} — R definida por
f(x) = ||=]|%, com a € R. Mostre que f é diferencidvel e df (z) - v = a||z[|*?*{x,v).

Solucgao: basta encontrar as derivadas parciais e observar que estas sdo continuas.

Considere em R™ a norma euclidiana || - ||. Seja f : R™ — R definida por f(z) =
||z||*, com a > 0. Sob quais condig¢des a funcéo f é diferenciavel em = = 0?

Solucgao:
1° Caso: a = 0. Neste caso, f é constante, logo diferenciavel em zero.

2° Caso: a € (0,1). Neste caso, ndo existe a derivada direcional em zero
limy_, w, logo f néo é diferenciavel em zero.

f(tv)—f(0)

3° Caso: a = 1. Neste caso, ndo existe a derivada direcional em zero lim;_, =,

logo f nao é diferenciavel em zero.

4° Caso: a > 1. Neste caso, as derivadas parciais em zero sido nulas. Como
o limite das derivadas parciais quando  — 0 é igual a zero (veja a questdo
anterior) concluimos que f é diferenciavel em zero (pois as derivadas parciais
existem e sdo continuas).



