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 SCIENDI EUNDAMEY

1) (2.5 pt)

(a) Sejam X; ~ Poisson(\;) e X5 ~ Poisson(\,) independentes. Mostre que

s = xnm = (3) () ()

Solucao:

]P)(Xlzk’X1+X2:n): ( 1 y <32 n )

P(Xl + X2 = n)
B P(X1+X2:n)

PP URIERED W
Kl(n — k)le=Matr2) (A + Ag)™ /n!

- (Z) <)\1)—\|—1)\2)k()\1)r/\2>n_k'

(b) Sejam X; ~ exp()\;) e X5 ~ exp()2) independentes. Mostre que min{X;, X,} ~
exp(A; + o).

Solucao: Seja x > 0. Logo,

P(min{X;, X5} <2) =1—P(min{ X, Xo} > )
=1 —P(Xl > JI,XQ >.Z')
=1-P(X; > 2)P(X; > x)

-1 e—)qxe—)\g;t

=1 — ¢ atha)z,

2) (2.5 pt) Sejam X e Y duas variaveis aleatorias. Mostre que X e Y tém a mesma
funcao de distribuicdo se, e somente se, X e Y tém a mesma distribuicdo em R.

Solugao: Se X e Y, tém a mesma distribuicdo, entdo, para todo boreliano B,
vale P(X € B) = P(Y € B). Tomando B = (—o0,z], concluimos que Fx(z) =
Fy (z) para todo x € R.

Suponha que Fx(z) = Fy(z). A classe P = {(—o00,z] : z € R} é um rw-system.
Seja L = {B € B(R) : P(X € B) =P(Y € B)}, que é um \-system. Pelo Teorema
m — A de Dynkim, concluimos que o(P) C L, ou seja, vale P(X € B) =P(Y € B)
para todo boreliano B, mostrando que as distribuicoes de X e Y sdo iguais.



3) (2.5 pt) Mostre que, se A, \, AeP(A,.1]|A4,) < ¢ < 1 para todo n entdo P(A) = 0.

Solucao: Temos que P(A4,1]|A4,) < ¢ < 1 implica em P(A,1) < cP(A,). Por
inducgédo, P(A4,.1) < ¢"P(A;). Como ¢ < 1, temos que lim,_,.,,P(4,) = 0. Pela
continuidade da probabilidade, concluimos que P(A) = 0.

4) (2.5 pt) Seja X ~ exp(\) e sejam 0 < b < c. Encontre a funcdo de distribuicao
de Y = min{X, c}. Encontre a funcao de distribuicdo de Z = max{Y,b}. Decom-
ponha F; em suas partes discreta, absolutamente continua e singular.

Solucao: Fy(:L‘) = (1 — e_Ax)]l{aKc} + ]l{IZC} e FZ(ZL’) = (l — e_Ax)]l{bggKC} + ]l{xZC}.

A funcao de distribuicao F; pode ser decomposta como F; = F,, + Fg4, onde
Fa(r) = (1= e ) ppcoce) + Laze

e Fab(l') = FZ — Fd.

5) (extra 1 pt) Seja X ~ UJ0,1). Construa Y = f(X) e Z = g(X) independentes
tais que Y ~ Bernoulli(1/2) e Z ~ U|0, 1).

Solucgao: Por exemplo, tome f(x) = L{102—[102)<1/2} € g(x) = |10z].



